Olasilik Hesaplar: (1)
Ali Nesin

lasilik hesaplarina giinliik yasamimizda sik sik gereksiniriz. Ornegin tavla ya da

Okégn oyunlar1 oynarken. Iki kapiya iistiiste birkag kez gele atmayan tavlaci

gormedim hig¢. Sanssizlik deriz. Elbet, dort kez gele atan ii¢ kez gele atandan daha

sanssizdir. Bu yazinin amaclarindan biri de “daha sanss1z” sozciigiine matematiksel

anlam kazandirmak olacak. Yazinin sonunda biraz da sonsuz olaylarin olasiligindan s6zedecegiz.

Bos bir zamaninizda, evinizdeki tavlanin zarlarindan birini 6000 kez atin. Gelen zarlar bir

kagida yazin. Asag yukari bin kez yek (1), bin kez dii (2), bin kez se (3),... gelmeli, yani her

yiiziin gelme olasiligi asag1 yukar1 ayn1 olmali. Eger yalnizca 500 kez peng (5) gelmisse zariniz

hileli demektir. Aslinda her zar hilelidir. Bir yiizii biraz daha agir, daha egik, daha asinmis ya da

daha kaygan olabilir. Her zarin zaafi oldugu, yakinlik duydugu bir sayr vardir. Tavlaya

oturmadan Once zarlarin zaafini 1yi bilmek gerekir. Ki ona gore oynayasimiz! Tavlanin da

deplasmani vardir!

Tavlamin zarlarindan birini 400 kez attim. Iste elde etti§im sonuglar:

1 2 3 4 5 6
Ik 100 atis 1 1 2 1 1
17 6 3 5 3 6
Ik 200 atis 3 3 4 2 3
33 1 1 1 8 1
Ik 300 atis 5 4 5 3 4
54 9 2 9 9 7
Tk 400 atis 7 5 71 5 6
7 6 9 7 8 0

Sanki zarimin cehara (4’¢) bir zaafi varmus gibi goriiniiyor. Bu sonuglari 1 lizerine yazalim,
yani ortalamalarii alalim. Ornegin 400 atista 77 kez cehar geldigini belirten yere 77/400, yani
0,1925 yazalim. Su sonuglar1 buluruz:

1 2 3 4 5 6
ik 100 0, 0, 0,1 0,2 0, 0,
atis 17 16 3 5 13 16
ik 200 0, 0, 0,1 0,2 0, 0,
atis 19 155 55 05 14 155
ik 300 0, 0, 0,1 0,1 0, 0,
atis 18 19 4 97 13 157
ilk 400 0, 0, 0,1 0,1 0, 0,
atis 175 19 475 925 145 15

Ortalamanin istiindeki sonuglar1 siyah puntolu harflerle yazdim. Ortalamanin ka¢ olmasi
gerekiyordu? Zarlar hilesizse ortalamanin 1/6, yani 0,1666... olmas1 gerekir, ¢linkii bir zarda 6
yiiz vardir. Ceharlarin ortalamasi hep yiiksek ¢ikmis, ama bu ortalama gittikce azaliyor ve
beklenen 1/6 ortalamasina yaklasiyor. 6 bin kez zar attigimda, kimbilir, belki de beklenen
ortalamaya daha c¢ok yaklasacak. Yukardaki sonuglar zarimin tam zaafini gostermeyebilirler.
Yeterince zar atmadim. Ama son sonuglarin dogru oldugunu varsayacak olursam, 100 atista



ortalama 19 kez cehar ve 14 kez peng¢ (5) geldigi sonucunu ¢ikarirrm. Ona gore tavla
oynamaliyim (ikinci zarla da ayni1 deneyi yapmaliyim elbet.)

Elimize bir zar alalim. Alt1 yiizlii hilesiz bir zar... Oyle bir zarin oldugunu varsayalim. Her
yiiziin gelme olasilig1 aynidir: yek (1) gelme olasiligi, dii (2) gelme olasiligindan fazla degildir.
Zarin alt1 yiizli oldugundan ve her saymin gelme olasilig1 ayni oldugundan, 6rnegin yek gelme
olasiligia 1/6 demek en dogrusudur. Eger i = 1, ..., 6 ise, o(i), i sayisinin gelme olasilig1 olsun.
Sezgilerimize dayanarak yazalim:

o(1)=1/6 =0,16666....

0(2) = 1/6
o(3)=1/6
o(4) = 1/6
o(5) = 1/6
o(6) = 1/6.

Zar hilesiz oldugundan, o(7) = 0 da yazabilirdik! Tiim olasiliklarin toplaminin 1 olduguna
dikkatinizi ¢ekerim. Giinliik yasamda olasiliklar 100 {izerine hesaplanir, ama matematikte en
biiytik olasilik 1°dir. Giinliik yasamda kullanilan %75°in matematikgesi 3/4 tiir.

Hilesiz zarlarla ¢ift say1 atma olasiligin1 bulalim, yani, 2, 4, 6 sayilarindan birinin gelme

olasiligini. Her sayinin gelme olasilig1 1/6 oldugundan, ¢ift say1 gelme olasiligi,
0(2)+o(4)+o(6)=1/6+1/6+1/6=1/2

dir. Ve elbet tek say1 gelme olasilig da, ¢ift say1 gelme olasiligr gibi, 1/2°dir.

Olasilik kuramcilari, yukardaki soruda karsimiza ¢ikan,

{1,2,3,4,5,6}
kiimesine olaylar kiimesi derler. Ornegin, yek bir olaydir ve yek olaymin (gerceklesme)

olasilig1 1/6’dr.

Simdi isleri biraz zorlastiracagiz ve iki (hilesiz) zar atacagiz. Ilk énce iki zar1 birbirinden
ayiralim: Zarlardan birine birinci zar, dbiirline ikinci zar diyelim (dilerseniz zarlar1 iki ayr1 renge
boyayin.) Her iki zarin da altisar yiizii oldugundan, otuzalt1 “olay” var:

1 |2 |3 |4 |5 |-6
3 3 3 3 3 3
1 |2 |3 |4 |5 |-6
41 4| 4| 4| a| 4
1 |2 |3 |4 |5 |-6
5 5 5 5 5 5
1 |2 |3 |4 |5 |-6

Dikkat ettiyseniz, 1-2 ve 2—1 zarlarim1 (olaylarini) ayr1 yazdim, yani iki ayr1 olay olarak
gosterdim. Cilinkii iki zar1 birbirinden ayirtyorum: Birinci zar yeki, ikinci zar diiyli gosteriyorsa,
gelen zara 1-2 diyorum; tam tersiyse 2—1. Zarlar hilesiz oldugundan her olayin olasilig1 aynidir.
Dolayisiyla, o(i—j) sayisi, i—j olayinin (zarinin) olasiligiysa,

o(i—) = 1/36
dir. Ornegin,



o(1-1)=0(1-2) = 0(2—-1) = 0(3—4) = 1/36.

Bunu soyle de gosterebiliriz. Zar atacagimiza, yukardaki tabloya rastgele bir tas atalim. 36
hiicre oldugundan ve bir hiicrenin 6biir hiicreye gore bir 6zelligi olmadigindan, tasin, 6rnegin 3—4
hiicresine diisme olasilig1 1/36’dir.

Ama tavlada zarlar birbirinden ayirt edilmez. Biz de ayirt etmeyelim. O zaman 1-2 ve 2—1
olaylarin1 bir olay olarak algilayip (1,2) olarak gosterelim. Olaylar1 yukardaki gibi siralayalim
(tstteki tabloyu ikiye katlayarak):

(1,
D02 a3 [aH (1S 1.6

(2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

(3,3) 3.4 (3,5) (3,6)

(4,4) (4,5) (4,6)

(5,5) (5,6)

(6,6)
Toplam 21 olayimiz var. Ama bu kez her olayin olasiligi ayn1 degil. Ornegin (1,2) olayinin
olasilig1 1/36 + 1/36 = 2/36, ¢iinkii (1,2) zar1 i¢in ya 1-2 ya da 2—1 gerekli. (1,2) olaymnin olasilig1
soyle bulunur: o(1,2) = o(1-2) + o(2-1) = 1/36 + 1/36 = 2/36. Ote yandan, (1,1) zarinmn gelme
olasilig1 1/36°dir. Demek ki, eger i # j ise, o(ij) = 2/36°dir ve o(i,i) = 1/36’dr. (Ozellikle 2/36
yerine 1/18 yazmiyoruz, ilerde kolaylik olacak.)
Alistirma olarak, cesitli olasiliklar hesaplayalim.

iki kapiya gele atma olasihg1. Bu kapilarin 1 ve 2 kapilari oldugunu varsayalim. Demek ki
(1,1), (1,2) ya da (2,2) atma olasiligin1 hesaplayacagiz. Bu da,
o(1,1) + 0(1,2) + 0(2,2) = 1/36 + 2/36 + 1/36 = 4/36 = 1/9
dur. Iki kez iki kapiya gele atma olasiligiysa 1/9 x1/9 = 1/81°dir. Yedi kez iki kapiya gele
atma olasiligiysa (1/9)" = 1/97 dir. (Asag1 yukari, piyangoda en biiyiik ikramiye ¢ikma olasiligina
esit!)

Yek atma olasihigr = o(1,1) + o(1,2) + ... + o(1,6) = 1/36 + (5 x 2/36) = 11/36. Demek ki,
yek atma olasilig1 1/3’ten biraz daha az.

Cehar atma olasihi@i. Yukardaki gibi hesaplanir ve 11/36 bulunur.

Dort hane ilerdeki bir pulu kirma olasihigi. Dort hane ilerdeki bir pulu kirma olasiligini
hesaplayacagiz. Dort hane ilerdeki pulu kirmak icin ya cehar (4) atmak gerekir ya da (1,1), (1,3)
ve (2,2) zarlarindan birini (arada kap1 olmadigini varsayiyoruz.) Demek ki dort hane ilerdeki bir
pulu kirma olasiligi,

o(4) + o(1,1) + o(1,3) + 0(2,2) = 11/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36 = 15/36

dir.



Alt1 ve sekiz hane ilerdeki iki puldan en az birini kirma olasihigi. Alt1 hane ilerdeki pulu
kirmak i¢in ya zarlardan biri 6 gelmeli ya da (1,5), (2,2), (2,4), (3,3) zarlarindan birini atmali.
Sekiz hane ilerdeki pulu kirmak i¢inse (2,2), (2,6), (3,5), (4,4) zarlarindan birini atmali.
Dolayisiyla olasilik o(6) + o(1,5) + 0(2,2) + 0(2,4) + 0(3,3) + 0(2,6) + 0(3,5) + 0(4,4) = 11/36 +
2/36 +1/36 +2/36 +2/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36 = 22/36°d1r, oldukca yiiksek...

n hane ilerdeki bir pulu kirma olasih@i. Eger n = 13 ya da 14 ise, bu olasilik sifirdir elbet.
Ama n = 15 ise pulu diibesle, yani (5,5)’le kirabiliriz. Bunun da olasilig1r 1/36°dir. Okur bu
olasiliklar1 simdiye degin 6grendikleriyle hesaplayabilir. Bu olasiliklar1 bir tabloda gosterelim:

n = uzakhk Kirma olasihigi
1 11/36
2 12/36
3 14/36
4 15/36
5 15/36
6 17/36
7 6/36
8 6/36
9 5/36
10 3/36
11 2/36
12 3/36
15 1/36
16 1/36
18 1/36
20 1/36
24 1/36

Ug zara gegmeden 6nce, tavlanin smirl bir oyun oldugunu belirteyim. Yazdiklarimdan
tavlanin yiiksek diizeyde matematik bilgisi gerektirdigini sandigim sanilmasin. Ama tavlactyim
diye gecinen olasilik kuraminin temelini bilmelidir.

Simdi ii¢ zar alalim elimize. Yine ilk Once zarlardan herbirini dbiirlerinden ayirt edelim:
birinci zar, ikinci zar ve tigiincii zar. 6° = 216 olay var ve her olayn olasilig1 ayn1 oldugundan, her
zarin gelme olasiligt 1/216’dir. Ornegin,

o(1-2-5) = o(1-5-2) = 0(2—1-5) = 0(2-5-1) = o(5-1-2) = 0(5-2-1) = 1/216

dir. Ancak zarlar1 birbirinden ayirt etmemek en dogal olani. Biz de etmeyelim. Olay sayimiz
azaldi, ¢iinkii simdi, 6rnegin 1-2—5 ve 5—1-2 olaylar arasinda bir ayrim yapmiyoruz'. Bu zara
(1,2,5) adin1 verelim. Kolayca goriilecegi gibi,

0(1,2,5) = o(1-2-5) + o(1-5-2) + 0(2—-1-5) + 0(2-5-1) +
0(5-1-2) + 0o(5-2-1) = 6/216 = 1/36.
Bunun gibi, 0(3,4,6) da 1/36’ya esittir. Ama
0(2,2,5) = 0(2-2-5) + 0(2-5-2) + 0(5-2-2) =3/216 = 1/72,
ve
0(2,2,2) = 0(2-2-2)=1/216
dir.

"' Ug zarda olay saymmz 56°dir. genel olarak, n zarda olay say1st kagtir?



Alistirma olarak, {i¢ zarla toplam 10 atma olasiligini1 hesaplayalim: o(1,3,6) + o(1,4,5) +
0(2,2,6) + 0(2,3,5) + 0(2,4,4) + 0(3,3,4) =27/216 = 1/8 = 0,125.



