Hi¢ Kisalmadan Kisalan Yol
Ali Nesin

yazida yanitin evet oldugunu gorecegiz. iki metrelik bir yol, hepimizin gdzleri 6niinde,
bir santimetre bile kisalmadan bir metrelik bir yola doniisecek.
Her kenar1 1 metre olan asagidaki eskenar {iggene bir gézatin dnce.

C Bu iicgende A4 noktasiyla B noktasi arasindaki uzaklik 1
metredir. Eger 4’dan B’ye gitmek i¢in en kisa yol olan 4B dogru
parcasini segecek olursak 1 metre gideriz. Ama A’dan B’ye
gitmek i¢in C’den gececek olursak, yani ACB yolunu izlersek, 2
metre yol aliriz, ¢iinkii AC ve CB dogru pargalar1 birer metredir.
ACB yolunu hi¢ kisaltmadan 4B dogru pargasina

A B doniistiirecegim. Herkesin gozii oniinde...
1 A’dan B’ye gitmek icin asagidaki zigzag yolu segersek kac
metre gideriz?

Iki metrelik bir yol, hi¢ uzayip kisalmadan, bir metrelik bir yola doniisebilir mi? Bu

Dort kez yarim metre gidecegimizden,
yolumuz gene 2 metre olur.
Ya asagidaki zigzagzigzag yolu
izlersek?

Gene iki metre gideriz, ¢linkii sekiz
kez 1/4 metre yol katetmek zorunda kaliriz.

“ ﬁ Asagidaki yola bakalim:

VAVAVAVANEERRS.

Bu yol da 2 metre, ¢linkii 16 kez 1/8
metre gidiyoruz.

Gortldigi gibi bu kirik yollarin
herbirinin uzunlugu 2 metre.

Yollar gittikce daha c¢ok AB dogru A
pargasina yaklasiyor, ama uzunluklari sabit (2
metre) kaliyor...

Yukarda yaptigimizi sonsuza dek siirdiirebiliriz, yani bu islemin limitini alabiliriz. Kirik
yollar sonsuzda AB dogru pargasi olur. Matematiksel bir deyisle kirik yollar 4B dogru pargasina
yakinsar. Ama kirik yollarin uzunlugu hep iki metredir. Herbirinin uzunlugu iki metre olan
yollar, nasil olur da uzunlugu 1 metre olan bir yola yakinsayabilir? Yoksa 1, 2’ye mi esittir?
Degilse, iki metrelik bir yol, nasil oldu da hi¢ kisalmadan bir metrelik bir yola doniistii?

Burda neler olup bittigini agiklayabilir misiniz?

Agiklanacak bir sey yok!

Uzunlugu 2 metre olan yollar, uzunlugu 1 metre olan bir yola bal gibi de yakinsayabilir!
Hepimizin gozleri 6niinde yakinsamadi mi1?



Yollarin limitinin uzunlugu (6rnegimizde 1), o yollarin uzunluklarinin limitine
(6rnegimizde 2) esit olmayabilir. Yukarda olan da bu zaten.

Kirik yollara sirasiyla yy, y», 3, ... adlarini verelim. 4’dan B’ye giden diiz yola da y diyelim.
Her y,’nin uzunlugu 2 (¢iinkii y, yolu, uzunlugu 1/2" olan 2" kirik yoldan olusuyor), 6te yandan
y’nin uzunlugu 1. y, yollar1 sonsuzda y’ye yakinsar, bundan hi¢ kusku yok. Ama y,’lerin
uzunluklar1 y’nin uzunluguna yakinsamiyor.

Bu, her ne denli sasilacak bir seyse de, matematikle ¢elismiyor, herhangi bir “mantiksizlik”
yok. Yukarda olanbiten celisse celisse sezgiyle celisir.

Matematikte kimi zaman iste bdyle sasilasi, sezgiyle pek anlasilamayacak seyler olur.
Sezgiyle dogru oldugunu sandigimiz, hatta dogrulugundan emin oldugumuz olgulari, iste bu
yiizden matematiksel olarak kanitlamak zorunlulugunu duyumsariz. Sezginin yanildig: olur.
Yukarda oldugu gibi.

Kimi okur yukarda olanlarin nedenini soyle agiklamis olabilir: “y, yollar, kirik, koseli
yollardir'. O vyollar yumusak virajli yollar olsaydi, bdyle bir sorun olmazdi, y, yollarinmn
uzunlugu 1’e yakinsardi.” Bu agiklama dogru degildir. y, yollarini biraz onarimla yumusak virajl
yollara donustiirebiliriz ve bunu Oyle yapabiliriz ki, yumusak virajli yeni yollar gene 4B
dogrusuna yakinsar ama yollarin higbirinin uzunlugu degismez, gene 2 metredirler.

“Kusur” elbette kirik yollarda. Ama kirik yollarin kirikliginda degil kusur. Biraz 6nce de
dedigim gibi, kirik yollar1 yumusak yollar haline getirsek bile sezgimizle ¢elisebiliriz (ama
matematikle ¢elismeyiz.) Bu yollarin ne “kusuru” var?

Bu, bir popiiler matematik yazisi olduguna gore, y, yollarmin “kusurunu” herkesin
anlayabilecegi bir dilde agiklayabilmem gerekiyor. Ne yazik ki bu pek kolay olmayacak. Hatta
basaramayacagimi daha basindan biliyordum. Burda olanbiteni tam anlamiyla anlayabilmek igin
matematik boliimiiniin en az ilk iki yilin1 bitirmek gerekir.

Tam agiklayamasam bile, sezgi giiciimiiziin matematikle yarisamayacagini gosteren giizel
bir 6rnek bu bence.

Gene de aciklamaya calisayim.

Evet... Yollarin “kusuruna” geleyim. Yollarin ne “kusuru” var?

Iki cesit kirtk yolumuz var. Asagidaki dogru gibi yukariya ¢ikanlar:

N\

Birincisi gibi olanlarin egimine 1, ikincisi gibi olanlarin egimine —1 diyelim (zaten dyle denir.)
Dileyen okur, bunlari tanim olarak kabul edebilir. Her y, yolu, egimi 1 ve —1 olan dogru
pargalarindan olusmustur. Ote yandan y yatay bir yoldur ve egimi 0’dur.

ve agagidaki dogru gibi asagi inenler:

1 Matematikgesi: y yollarinin her noktada tiirevi yoktur.
n



B Ik kordinat1 1/3 olan ve y;’in iistiindeki noktaya
bakalim. Bu nokta egimi 1 olan bir dogru parcasinin
iistiindedir. (Yandaki sekle bakin).

Ik kordinati 1/3 olan ve y,’nin distiindeki noktaya
bakalim. Bu nokta egimi —1 olan bir dogru pargasinin
iistiindedir. (Gene yandaki sekle bakin.)

[lk kordinati 1/3 olan ve y3’iin iistiindeki noktaya

13 bakalim. Bu nokta egimi 1 olan bir dogru parcasinin
istlindedir.

Ik kordinat1 1/3 olan ve y4’iin iistiindeki noktaya bakalim. Bu nokta egimi —1 olan bir
dogru pargasinin {istiindedir.

Bunu bdyle siirdiirebiliriz. Bir onceki 1/3 Nerde? baglikli yazimizi iyi anlayan okur,
egimlerin durmadan 1 ve —1 olarak degistigini gorecektir. Ote yandan y’nin egimi 0’dr.

Iste y,’lerin kusuru bu: y,’ler y’ye yakimnsiyor ama y,’lerin egimleri y’nin egimine
yakisamuyor. y,’lerin egimleri kah 1 kah —1 oluyor, ama y’nin egimi 0.

Peki, ya y,’lerin egimi, y’nin egimine yakinsaydi? O zaman ne olurdu? O zaman da bdyle
bir sorun ¢ikabilirdi. Boyle bir sorun ¢ikmamasi igin, yani y,’lerin uzunluklarinin limitinin
vp’'lerin limitinin uzunlugu olabilmesi i¢in, y,’lerin e§iminin y’nin efimine yakinsamasindan
bagka, bu yakinsamanin diizgiin bir yakisama® olmasi gerekirdi. “Diizgiin yakinsama”
konusunu, burda, boyle kisa bir popliler matematik yazisinda aciklamaya kalkismama
yeteneklerim miisaade etmiyor...

2 Ingilizcesiyle “uniformly convergentss.



